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抛物 线 与 费 己 数 的 有 趣 联 系 
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一 、 相 关 背 景 

费 马 在 1640 年 给 梅森 的 一 封 信 中 断言 “ 形 如 
22 十 1 的 数 永 远 是 素数 "， 虽 然 1732 年 欧 拉 推 
翻 了 费 马 这 个 关于 圭 数 的 结论 , 但 好 像 从 它 诞生 
之 日 起 , 就 注定 了 它 是 数学 的 焦点 之 一 , 人 们 不 
厌 其 烦 地 寻找 它 , 探索 它 . 最 新 成 果 是 2004 年 5 
月 Payam Samidoost 发 现 72097 是 合 数 . 

二 、 相关 概念 

1. 费 马 数 : 形 如 22 十 1 的 数 叫 做 费 马 数 . 记 
FF, =22 +1,n=0,1,2,3,... 

2. 费 马 数 列 : 通 项 公式 为 an = 2? +1(ne 
N14) 的 数列 叫做 费 马 数 列 . 

3. 辑 转 相交 法 : 如 图 1, 抛物 线 y? = 2pz (p > 
0), O 是 其 顶点 , z 轴 是 其 对 称 轴 , 局 、 书 是 其 上 
异 于 0O 的 两 个 不 同 的 点 , OP 上 OB, PPnNnz 
轴 = {EB}. 下 是 z 轴 上 的 任意 一 点 , 连结 中 并 
延长 交 抛物 线 于 点 Pa, 连结 已 下 并 延长 交 抛物 
线 于 点 己 , PNz 轴 = {A1}. 再 连结 PA1 并 
延长 交 抛物 线 于 点 Pe, 连结 已 4 并 延长 交 抛物 
线 于 点 己 , PPs 站 z 轴 = {42}. 再 连结 号 4，、 
忆 Ah2, 构造 PP、Ps, 依次 类 推 ， 可 得 点 列 Al、 
42、43、44、.…， 

我 们 把 这 种 方法 叫 驾 转 相交 法 . 
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三 、 性 质 及 其 推导 
1. 性 质 : 对 抛物 线 y? = z - 1 实施 驾 转 相交 
法 , 所 得 点 列 {4} 的 模 坐 标 成 费 马 数列 , 即 
an = 2 +1(ne N.,), 


可 视 为 费 马 数 的 几何 意义 . 
2. 推 导 : 因为 抛物 线 Y” = z 一 1 可 由 抛物 线 
y? = 7 平移 得 到 , 所 以 不 妨 先 研究 抛物 线 y2 = 
If, 如 图 1. 
设 书 (zi 人) 其 中 zi 关 0, yi 产 0, i ENj. 
再 设 B(a,0)、F(b,0)、Ai(ai,0), iE N,. 
OP 1 OP,, 
“L172 + Yiy2 = 0, yfYys + yiye2 = 0. 
A Py 中 
设 直 线 呈 已 的 方程 为 Zz = ky+a, 代入 多 = 
z, 可 得 六 一 ky 一 a = 0， 


., “hn ,ny @ 
.a=1, 即 E(1,0). 

设 PP A Pb:r=ny+b 
联 立 , | ns A 

r= my+b, r=ny+tb. 
得 六 一 my 一 b= 0， zy 一 ny 一 = 0. 
1 TE @ 
J @ 
@x@ 得 .yy = 久 . 
。，W ya 三 一 
站 


设 马 吕 ; z= sy 十 Ql, 代入 办 =z 得 

ysy—al=0, 

“YY3°'Y4 = —Q1. 
b2 

由 加、@ 可 得 al = 生 , 即 4 全 9 


2 
同样 的 作法 , 可 得 a2 = 二 = 


b4\? 
b4 a? bs a3 bs 
0 04 二 二 is) 
a a QQ 
pa" 
“ Q2” 一 < A, (B10 
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(a? + b,c? 十 d2(ad 十 bc)(ac 一 pa)) 

= (a? +b?,ac— bd) 

= (c+ d?,ac— bd). 

= (ab cd) x (a?2 +b?,ac— bd)=(ab, cd) 

x (ct +d?,ac — bd)e ee (4) 

将 式 (3)、(4) 代 入 (2), 立即 可 知 5 是 正 整数 . 
从 而 人 4BC 为 本 原 海伦 三 角形 . 

@ 必要 性 . 按照 舒 伯 特 构造 海伦 三 角形 的 
方法 , 因为 A4BC 为 海伦 三 角形 , 容易 看 出 ( 参 
见 文 [1]), tan 分、tan 豆 均 为 有 理 数 . 从 而 存在 
a、b、c、d € N, (a,b) = 1, (cd) = 1, 使 得 
tan 全 一 二 , tan 一 5, 由 万 能 公式 , 得 


cd 
+d2 etd 

人 = sin(A+ B) = sin Acos B+ 

cos A sin B, 得 
; 2(ad + bc)(lac — bd 

sinC = a 

由 sinC > 05J 知 ac > bd. 

根据 正弦 定理 容易 看 出 ， 以 ab(c + 四)、 
cd(a2 十 好 )、(ad 上 +bc)(ac 一 好) 为 三 边 的 三 角形 
必 与 A4BC 相似 .注意 到 A4BC 的 三 边 长 互 
素 , 可 设 m 为 ab(c? 二 d2)、cd(a2 十 的 ) 与 (ad 十 
bc)(ac 一 bd) 的 最 大 公 因 数 ， 则 人 4BC 的 三 边 
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cd(a? + b*) a 


ab(c? + d?) 
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长 为 > = 一 一 
(ad 十 ee — bd) . 证 毕 . 

定理 1 给 出 了 本 原 海伦 三 角形 的 一 般 形式 . 

三 角形 的 三 边 长 xz、y、z 与 面积 S$、 外 接 圆 
半径 及 有 如 下 熟知 的 关系 : 

ryz = 4RS. 

本 原 海 伦 三 角形 的 三 边 长 由 式 (1) 确定 , 代 

入 ee 
et 

he 林原 源 伦 三 角形 的 外 接 加 半径 不 可 
能 是 整数 . 

证 明 : 分 两 种 情况 讨论 . 

Q@ 当 a、b、c、d 均 为 奇数 时 , 因为 (a,b) = 
1, (c,d) = 1 故 a2 + 好 与 c + 性 是 偶数 , 且 均 
不 能 被 4 整除 . 从 而 (a? 十 已 )(c? 十 ) 不 能 被 8 
整除 ， 男 一 方面 , 根据 式 (3) 或 (4), 可 知 m 为 侦 
数 , 故 4m 能 被 8 整除 . 由 式 (5) 知 R 不 是 整数 . 

@ 当 a、b、c、d 不 全 是 奇数 时 , 因为 (a, 妃 
= 1, (c,d) = 1, 故 a 与 5 一 奇 一 偶 , 或 与 d 一 奇 
一 偶 , 从 而 (o 十 如 )(c? 十 中) 不 能 被 4 整除 . 但 
4m 能 被 4 整除 .同样 由 式 (5) 可 知 有 R 不 是 整数 . 
证 毕 . 

定理 2 说 明 完 美 海伦 三 角形 不 存在 . 
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令 b== 2, 即 取 点 下 为 (2, 0) 点 . 

因为 a = 1, 所 以 an = 22 , 即 An(22” ,0). 

现在 我 们 将 抛物 线 y? = z 所 在 的 坐标 系 的 y 
轴 向 左 平移 1 个 单位 , 则 抛物 线 变 成 了 内 = 一 
1, 点 忆 的 坐标 变 成 了 (2, 0), 点 下 的 坐标 变 成 了 
(3, 0), 此 时 我 们 有 An(22 十 1,0), 即 An(Fn,0) 
n EN+, Fn 为 费 马 数 . 

3. 拓 展 : 若 上 述 抛物 线 方程 改 为 y? = 2pz (p 


> 0), 用 同样 方法 作 hi(ai0), 则 到 (2p,0). 是 
on 
任意 点 (b, 0), 则 有 an = -二 一 Q， ( 一 


a 


b\*” ~b 

2p (2) ; 令 一 二 入, 则 an = 2p : 和. 经 平 
移 , 抛物 线 y = 2p(z 一 1) 对 应 an=2p: 和? 十 1. 

我 们 不 妨 将 它 称 作 广义 费 马 数 . 

四 、 几 点 想法 

1. 或 许 数论 可 以 和 几何 学 更 加 有 机 地 融合 ; 

2. 或 许 其 他 圆锥 曲线 中 也 有 类 似 的 关系 ; 

3. 希 望 广义 费 马 数 有 一 定 的 发 展 前 景 . 
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